Marc-Robin Wendt

Nicht-Assoziative abelsche Magmen in den reellen
Zahlen

Definition 1
(A,Q) sein eine algebraische Struktur mit folgenden Eigenschaften:

I. ACR

2. du=u(A) e AVy € A: u <y (Aist nach unten beschrénkt)
3. B=0A) eR,B>0Ve,yc A: |z —y| > (Aist diskret)
4. zQy:=min{z € A|z+y < z}

Bemerkung 2
1. < ist kommuntativ.
Beweis: 20y =min{z € A |z +y <z} =min{z € A|y+z <z} = ydr.

2. Sei a:=a(A):=sup{f eR |Vz,y € A: |z —y| > B}
Dann: Vo € A: 2$a =min{z € A | z < z} (Nachfolger von z).
Beweis: Sei x € A =
zQa=min{z € Az +a <z}
=min{z€A|z—z>a}
=min{z€ A|z—z >0}

3. A ist abzahlbar.

Beweis: xg := p , x, = 2,1 .

4. { ist nicht assoziativ.

Definition 3

1.SeineN, z € A.

"ri= (xx)$ - - - )Ox n-mal.

[z] ={y€ A|3IneN:y="z} (Orbit von z).

2. (kleinstes gemeinsame Vielfache)

Seien z1,...,x, € A. kgV(xy,...,z,) = min{y € () [z;]}.
i=1
3. (grofiter gemeinsamer Teiler)

Seien 2,y € A: gegT(z,y) :=max{z € A|z € [z] Ay € [2]}

4. y € A heiBt irreduzibel, wenn Az € A,z <y :y € [z].

5. y € A heiit semi-irreduzibel, wenn Az € A,z < y, x semi-irreduzibel: y € [z].
6. [(A) :={z € A| x irreduzibel }

7.°I(A) := {x € A| z semi-irreduzibel }.



Bemerkung 4
1. I(A) C*I(A).

2. pelIlA).
Beweis: Annahme p ¢ I[(A) = 3z € A,x < p: p € [x] Widerspruch.

3. p=min{zx € I(A)} = min{z € *I(A)}.

Satz 5

Sei K :={p € A | pla < pdu}.

Seixe K,Uy:={pe’Il(A)|ze€p]},Us:={pe’I(A) ]| zda € [p]}.

Dann: U; N U, = 0.

Beweis: Annahme Jy € UyNU; = 2 € [y] A 2da € [y] = xOa = 2Oy Widerspruch,
dazre K.

Korollar 6

#°I(A) =00 = #K = 0.

Beweis: Annahme #K <oco=dr € AVye K x>y

= VzeAz>x:z€[pu=Vpe®l(A): p <z Widerspruch.

Beispiel 7

Sei Ng :={n € N|n > 1}, P := {Menge der Primzahlen}.
Betrachte (Na, ).

Esgilt: 1. p=2,a=1.

92.1(Ny) = *I(Ny) = P. K = N,.

3.41(Ny) = oco.

Beweis: Annahme #1(Ng) < 0o = I(Ny) = {z1,...,z,};
definiere e := kgV(z1,...,2,) = e € K und U; = I(Ny).
Satz 5 = Uy = ) = eQa = e+ 1 € I(Ny) Widerspruch.

Vermutung 8 (Unendlichkeit der Primzahlpaare)

Sei (Ny, &) wie oben.

Behauptung: Es gibt unendlich viele Paare von Primzahlen p,q mit p-q=2.
Beweisidee: Betrachte (P, <). Korollar 6 anwenden;

aus #K = oo = Behauptung.

Definition 9
Sei A, :={yeAly>ux}.

Bemerkung 10

Es gilt Ve e R: I(A), C I(A,).

Beweis: Seiy € I(A), = y > z und damit y € A,. Weiter gilt 2z € A,z <y : y € [2]
und damit insbesondere: Az € A,,z <y :y € [z] da A, C A.

Lemma 11
Sei (A, ) assoziativ. Dann:

L oydoz = 5(y$2)
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2. s(ty) — t(sy)

3‘ sy<>ty — s+ty

4. °(ty) ="y
Bewelis:

1. Induktion tuber s:
s =1 :trivial;
Tlydstlz = (yOty) O (P202) = (W0 )0 2) 0z = (YO (Pyd®2)) Pz =
(YO (y02)) 0z = (((y02)Oy) 2 = *(yd2)O(ydz) = “(yd2).

2. t € N bel., Induktion iiber s:
s=1:1(y) ="y ="("y);
Fty) =50 (y) = (yOy) = ().

3. t € N bel., Induktion iiber s:
s=1:1ydly ="y
sty Oty = yOSydly = yOsty = sttty

4. t € N bel., Induktion iiber s:
s =1 :trivial;
s+1(ty) _ ty<>s(ty) — ty<>sty — s+sty _ (s+1)t,y‘

Satz 12

Sei (A4, ) assoziativ. Dann: Va,y € A: x € [y] = [z] C [y].

Beweis: Seien x,y € A,x € [y],z €[] =TseN:z=%z,FteN:z ="y
= 2z =5("y), Lemma 11 = 2z = 'y = z € [y].

Definition 13
BC A xe€ A d(x,B) :=min{|z —z| | z € B}.

Vermutung 14
Ve,y € I(A),x #y,3z € [z]: d(z,[y]) =a (& #I(A) =00 7).

Definition 15
x € A heifit gerade, wenn dy € A : yOy = .
x € A heifit ungerade, wenn x nicht gerade ist.

Bemerkung 16
In (Ny, &) gilt: p € Ny gerade < p € [2].

Vermutung 17
Sei {g € A | g gerade} = [u] \ {u}, dann ist (A, ) assoziativ.

Bemerkung 18
Umkehrung gilt nicht. Bsp. (N, $).
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Vermutung 19 (GOLDBACH; verallgemeinert)
Variante 1: Vo € A,z gerade Ip,q € 1(A) : p{q = x.
Variante 2: Vo € A, x € [u|3p,q € I(A) : p{dgq = .

(gelten beiden nicht in (P, <) = Assoziativitit notwendig ?)

Vermutung 20 (Unendlichkeit der Primzahlpaare; verallgemeinert)
Variante 1: Zu jeder gerade Zahl x € A existieren unendlich viele Paare aufeinan-
derfolgender irreduzibler Elemente p,q € I(A), so dal p — ¢ = z.

Variante 2: Zu jeder Zahl x € [u] existieren unendlich viele Paare aufeinanderfolgen-
der irreduzibler Elemente p,q € I(A), so dal p — ¢ = x.

Vermutung 21
Va,y € °I(A),x # u,y # p: xda # .

Definition 22

Eine Zahl x € N heifit p-Primzahl, wenn x nicht in p+1 Faktoren (# 1) zerlegt
werden kann. (vgl. auch LEULER , numerus primus®,, numerus secundus®,, numerus
tertius“,usw.)

Definition 23 (Semiassoziativitiit)

Variante 1: Va, b : (ada)Ob = ad(adb)

Variante 2: Vz,y, 2z, t+a <y, y+a<z: (z0y)Oz =2l (yd2)
Variante 3: Vz,y, z, 20a <y, yda < z: (xdy)dz = 2d(yd2)

Vermutung 24 (FERMATscher Satz; verallgemeinert)
Sei n € N. Dann besitzt die Gleichung

n

n o __
§ Ty =Y
i=1

kein Losungstupel (x1, ..., Z,,y) € N*T! mit x; = 0 fiir ein i € {1,...,n}.
Losungsmenge fiir n=2:

Ly :={(z,y) e N* | 3(a,b) e N> : z =2a(a+2b— 1),y = (20 — 1)(2a + 2b — 1)}
L:={(z,y) e N*|Ip e N,3(a,b) € Ly : (z,y) = p*(a,b)}.

Definition 25

Sei a € R, f € C(R). Eine Menge M C R heifit verallgemeinerte induktive Menge
oder a,f-induktive Menge, wenn

l.ae M,

22be M =b+ f(b) € M.

Beispiel 26
Fir a =1 und f =1 auf R ist M induktive Menge (im herkémmlichen Sinne).

Beispiel 27

Sei P = (p1,p2,ps, - -.) Menge der Primzahlen (aufsteigend geordnet).

f: P — N sei definiert durch f(p;) := p;41 — p; und stetig fortgesetzt auf R.
Sei a := 2 und sei M a,f-induktive Menge. Dann ist P C M.
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Erzeugendensysteme

Definition 28
SeiUCA, OU):={xre€A|JyeU:xe [y} ist die Orbitalmenge von U.

Satz 29
Es gelte: VU C I(A) endl.: a(O(I(A) —U)) = a(A).Dann : #I(A) = cc.
Beweis: Annahme #1(A) < oo = Jr; < ... <x,: [(A) ={z1,...,2,}.

Sei U ={z1,...,2,-1}
= a(O(I(A) = U)) = a(O(x,)) = a([z,]) > x, > a(A) Widerspruch.

Definition 30

.St EC A, HE)={x€A|lz=e...0epn,e1,...,6, € E} ist die Hiille von
E.

2. Wenn H(FE) = A dann heifit £ Erzeugendensystem von A.

3. E heifit minimal, wenn Ve € E : H(E \ {e}) # A.

4. E heifit Erzeugendensystem der Ordnung n, wenn Vo € Adey,...,e, € E :x =

e ... Oe,.

Bemerkung 31
1. I(A) und °I(A) sind Erzeugendensysteme von A.
2.Sei £ C A. Dann ist O(E) C H(E).

Beispiel 32

1. (GOLDBACHSsche Vermutung) Die Primzahlen sind ein Erzeugendensystem 3.0rd-
nung in (N, +).

2. In (N, +) ist £ = {1,2} ein Erzeugendensystem und minimal.

3. (Satz von Zeckendorf) In (N, 4) sind die Fibonacci-Zahlen ein Erzeugendensystem
ohne endliche Ordnung.

Satz 33
Sei E Erzeugendensystem von A und #A = oo. Wenn FE endlicher Ordnung ist,
dann ist #F = .
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